
Appendice A
La Programmazione Dinamica
A.1 Definizioni e concetti base
La «Programmazione Dinamica» (PD) è un metodo esatto che può esser impiegato ad esempio per la risoluzione di un problema (P) di PI che, analogamente all’algoritmo di «branch & bound» (b&b) discusso nella Sezione 11.2, applica strategie di decomposizione del problema. 
Tuttavia, mentre il b&b opera attraverso una strategia di tipo «divide et impera» in cui il problema da risolvere viene decomposto in due o più sottoproblemi tipicamente più semplici, tale che la soluzione del problema originario è la migliore dei suoi sottoproblemi e lo stesso processo possa applicarsi ai sottoproblemi stessi, la PD attraverso una strategia «bottom up» risolve il problema quando questo è riconducibile alla risoluzione di un insieme di problemi più semplici, per i quali a loro volta vale lo stesso principio.

In particolare, la PD è applicabile in quei casi in cui la soluzione del problema (P) possa essere rappresentata tramite una sequenza di n decisioni D1, …, Dn, tale che se la data sequenza di decisioni è ottima (cioè fornisce la soluzione ottima del problema) allora anche la sotto-sequenza D1, …, Di costituita dalle prime i (con 1 i  n) decisioni della sequenza data deve essere ottima.

Questo principio, detto «principio di ottimalità», in pratica afferma che una sotto-sequenza iniziale di una sequenza ottima deve essere essa stessa ottima. Si noti che lo stesso vale analizzando la coda della sequenza di decisioni ottime, cioè anche la sotto-sequenza Dn-k+1, Dn-k+2, …, Dn costituita dalle ultime k, con k  n, decisioni della sequenza ottima deve essere ottima. In tal caso il principio di ottimalità in pratica afferma che il completamento di una sequenza ottima di decisioni deve essere ottimo.

Assumendo quindi che la soluzione del problema (P) possa essere definita come sequenza di n decisioni, la PD suddivide il problema (P) in n «stadi» decisionali e, facendo riferimento al principio di ottimalità, definisce una relazione ricorsiva che permette di costruire la sequenza decisionale ottima a partire da sole sotto-sequenze decisionali ottime. 
In particolare, una sequenza delle prime i decisioni (ottime) prese, definisce un particolare «stato» s(i) ( S(i) dello «stadio» i (1 ( i ( n) del processo decisionale, dove S(i) è l’insieme dei possibili stati dello stadio i. 
Allo stato s(i) si associa un «valore» v(s(i)) corrispondente al valore della sequenza ottima di decisioni che portano dallo stato iniziale s(0) allo stato s(i). Tramite una «ricorsione in avanti» si calcola v(s(i)) sulla base dei valori degli stati dello stadio precedente i – 1 che consentono di pervenire allo stato s(i). Ad esempio, assumendo per semplicità che il valore v(s(i)) dello stato s(i) sia la somma dei valori associati alle decisioni della sequenza ottima è possibile definire v(s(i)) come:

v(s(i)) = maxs(i-1)(Γ–(s(i)) {v(s(i-1)) + γ(s(i-1), s(i))},
dove γ(s(i-1), s(i)) è il valore associato alla i-esima decisione Di che consente la «transizione di stato» da s(i-1) a s(i), e Γ–(s(i)) ( S(i-1) è il sottoinsieme dei possibili stati dello stadio i – 1 da cui è possibile raggiungere lo stato s(i).
In modo complementare, è possibile definire uno stato s'(n-k+1) dello stadio n – k + 1 associato ad una sequenza delle ultime k decisioni ottime prese. A tale stato si assocerà il valore v-1(s'(n-k+1)) corrispondente al valore della sequenza ottima di k decisioni finali che dallo stato attuale portano dallo stato finale. Tramite una «ricorsione all’indietro» si calcola v-1(s'(n-k+1)) sulla base dei valori degli stati dello stadio successivo n – k a cui si può pervenire dallo stato s'(n-k+1).

Per illustrare in dettaglio l’algoritmo di PD, ad esempio con ricorsione in «avanti», consideriamo nel seguito la sua applicazione per la risoluzione del problema dello zaino binario.
A.2 Un algoritmo di PD per il problema dello zaino

In questa sezione, la PD verrà usata per risolvere il problema dello zaino («knapsack»), definito e formulato nella Sezione 3.3, e del quale per completezza ne riportiamo nuovamente la formulazione:
     max z(x)  = (nj=1 cj xj

s.v.

(nj=1 pj xj ( b 

xj  {0, 1},
j = 1, ..., n,

dove la variabile xj rappresenta la decisione in merito all’oggetto j: xj assume valore 1 se l’oggetto j è inserito nello zaino e 0 altrimenti. Detto cj il valore dell’oggetto j e indicato con pj il suo peso, l’obiettivo del problema consiste nell’inserire nello zaino un sottoinsieme degli n oggetti in modo da massimizzare il valore complessivo degli oggetti inseriti, nel rispetto della limitazione b sul peso massimo trasportabile nello zaino che ne rappresenta la capacità. Nel seguito assumeremo senza perdita di generalità che i valori dei parametri del problema siano interi non negativi.
Invece di ricercare in maniera integrata i valori ottimi delle variabili xj del problema, supponiamo di determinarli sequenzialmente attraverso stadi decisionali successivi. Ad esempio, quando ci troveremo nello stadio i supporremo di aver determinato i valori ottimi delle variabili xh, per h < i, e di dover decidere il valore ottimo della variabile xi. In particolare quindi il valore accumulato al termine dell’i-esimo stadio decisionale in base alle decisioni fatte nei precedenti stadi e alla decisione sul valore della variabile xi presa allo stadio i sarà pari a (ih=1 ch xh ed il peso complessivo degli oggetti inseriti nello zaino pari a (ih=1 ph xh.
In quanto segue, verranno illustrate due forme alternative di ricorsione in avanti, indicate come PD-I e PD-II per l’algoritmo di programmazione dinamica applicato al problema dello zaino binario.
A.2.1 Formulazione PD-I
Indichiamo con (i, p) il generico stato, dove i rappresenta lo stadio decisionale, con i = 1, …, n, e dove p identifica il peso complessivo associato al sottoinsieme degli oggetti selezionati tra i primi i oggetti considerati, con p  b.

In applicazione del principio di ottimalità supponiamo che a tale stato si sia pervenuti applicando la migliore politica decisionale.

Definiamo pertanto con z(i, p) il «valore» dello stato, pari al massimo valore possibile del sottoinsieme di oggetti dell’insieme {1, 2, …, i} inseriti nello zaino, a seguito delle possibili scelte fatte con i primi i stadi decisionali, che complessivamente hanno un peso pari a p, con 0  p  b. Determinare z(i, p) consiste nel risolvere il seguente problema:
     z(i, p) = max (ij=1 cj xj

s.v.

(nj=1 pj xj = p 

xj  {0, 1},
j = 1, ..., i,

Si noti che il valore (ottimo) z(i, p) del problema associato allo stato (i, p) può esser messo in relazione al valore (ottimo) dello stato (i – 1, p – pi xi), per xi  {0, 1}, come segue: 
z(i, p) = maxxi({0, 1} {z(i – 1, p – pi xi) + ci xi},
(A.1)
che in pratica stabilisce la validità del principio di ottimalità per il problema dello zaino.
E’ possibile infatti pervenire allo stato (i, p) scegliendo allo stadio i-esimo una delle seguenti due alternative: 

(i) non inserire l’oggetto i (xi = 0) nello zaino, oppure
(ii) inserire l’oggetto i (xi = 1) nello zaino, che si va ad aggiungere agli altri oggetti già inseriti nei precedenti stadi. 

E’ quindi possibile raggiungere lo stato (i, p) attraverso due possibili «transizioni di stato», rispettivamente dallo stato (i – 1, p) o dallo stato (i – 1, p – pi).

Quindi, visto che allo stadio i-esimo abbiamo due alternative (xi = 0 oppure xi = 1) possiamo allora riscrivere l’espressione (A.1) nella seguente relazione ricorsiva per il calcolo del valore z(i, p) dello stato (i, p):

z(i, p) = max{z(i – 1, p); z(i – 1, p – pi) + ci},
secondo la quale il sottoinsieme degli oggetti di peso p e massimo valore z(i, p) dell’insieme dei primi i oggetti si ottiene considerando la migliore (ovvero massimo valore) tra le seguenti due scelte allo stadio i:

· non aggiungere l’oggetto i al sottoinsieme di peso p e massimo valore z(i – 1, p) dell’insieme dei primi i – 1 oggetti;
· aggiungere l’oggetto i (di valore ci e peso pi) al sottoinsieme di peso p – pi e massimo valore z(i – 1, p – pi) dell’insieme dei primi i – 1 oggetti di peso complessivo p – pi.

Assumiamo z(0, 0) = 0, corrispondente al valore dello stato iniziale (0, 0) in cui non abbiamo ancora preso alcuna decisione, e z(i, p) = -, per i = 0, 1, …, n, se p non appartiene all’intervallo [0, b] o se non esiste alcun sottoinsieme dei primi i oggetti con peso complessivo pari a p (in tali casi lo stato è inammissibile).
L’applicazione della suddetta relazione ricorsiva permette di calcolare il valore ottimo z* del problema dello zaino, pari a:
z* = max0≤p≤b {z(n, p)}.

Siccome ogni stadio i è composto da 1 + (ih=1 ph ( b + 1 stati, il numero di operazioni da eseguire ad ogni stadio è pari al numero di stati (di interesse) dello stadio i e quindi è O(b). Essendo il numero degli stadi decisionali pari a n, il numero complessivo di operazioni per calcolare i valori z(i, p) degli stati (i, p) d’interesse è O(n b) a cui occorre aggiungere altre O(b) operazioni per calcolare z*. 
L’algoritmo PD-I che risolve all’ottimo il problema dello zaino attraverso la ricorsione in avanti di PD così definita opera in tempo O(n b) e quindi in tempo «pseudo-polinomiale». 

Si noti che ciò non contraddice il fatto che il problema dello zaino è noto essere «NP-difficile». Dire che un algoritmo opera in tempo pseudo-polinomiale vuol dire infatti che esso opera in tempo polinomiale rispetto alla dimensione dell’istanza codificata in modo unario (ovvero quando il valore di ciascun parametro del problema è codificato con un numero di simboli pari al valore del parametro stesso). Rappresentando invece l’istanza tramite la codifica binaria, per codificare l’intero b occorreranno log2b simboli (bit); quindi esprimendo il tempo di calcolo dell’algoritmo PD-I in funzione della dimensione dell’istanza così codificata avremmo che questo opera in tempo O(n 2log2b), cioè in tempo esponenziale.
E’ possibile definire un «diagramma o digrafo di transizione di stato», rappresentabile come un digrafo «stratificato» D = (N, A) in cui l’insieme N dei nodi è associato a quello degli stati ed è partizionato in n + 1 sottoinsiemi formanti n + 1 livelli (strati) dove i nodi del livello i, per i = 0, 1, … n, corrispondono a stati dello stadio decisionale i. Gli archi (di transizione) dell’insieme A sono definiti solo tra coppie di nodi di livelli adiacenti, dove il nodo testa è il nodo dello livello successivo a quello coda. Si noti quindi che il digrafo è in particolare aciclico. La Figura A.1 mostra il diagramma di transizione di stato associato alla formulazione PD-I di programmazione dinamica per il problema dello zaino. 
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Figura A.1 Diagramma di transizione di stato associato a PD-I per il problema dello zaino.

In particolare: ogni livello i è composto da b + 1 nodi (i, p), con p = 0, 1, …, b; ci sono (al più) due archi uscenti da ciascun nodo (i, p), per i = 0, 1, … n – 1: il primo entrante nel nodo (i + 1, p) e il secondo entrante nel nodo (i + 1, p + pi+1) (in particolare il secondo arco è presente solo se è definito lo stato/nodo (i + 1, p + pi+1), cioè se p + pi+1  b); inoltre, per ogni nodo (i, p), per i = 1, … n, ci sono (al più) due archi entranti: il primo origina dal nodo (i – 1, p) e il secondo dal nodo (i – 1, p – pi) (in particolare il secondo arco è presente solo se è definito lo stato/nodo (i – 1, p – p), cioè se p – pi ≥ 0). Infine ad ogni arco è associato un valore o «lunghezza» pari al valore ci dell’oggetto se questo è effettivamente aggiunto nella decisione presa allo stadio i del processo decisionale; pertanto, gli archi di transizione ((i – 1, p), (i, p)) hanno lunghezza 0, mentre gli altri archi ((i – 1, p – pi), (i, p)) hanno lunghezza ci.

Si noti che una sequenza delle prime i decisioni corrisponde ad un cammino sul digrafo di transizione di stato dal nodo (0, 0) ad un certo nodo (i, p) del livello (stadio) i e la lunghezza di tale cammino (pari alla somma delle lunghezze dei suoi archi) coincide con il valore accumulato dalla successione delle decisioni associate al cammino. 

Possiamo quindi concludere che il valore z(i, p) associato allo stato (i, p) corrisponde alla lunghezza del cammino di lunghezza massima connettente il nodo (0, 0) con il nodo (i, p) sul digrafo di transizione di stato contenente O(n b) nodi, se lo stato (i, p) è raggiungibile dallo stato iniziale (0, 0); altrimenti lo stato è inammissibile e si assume stato z(i, p) = -. In particolare, l’espressione ricorsiva di z(i, p) corrisponde alle note «equazioni di Bellman» associate al problema della determinazione del cammino ottimo (di lunghezza massima) da (0, 0) a (i, p) su tale digrafo stratificato e aciclico. Infine, al cammino ottimo da (0, 0) a (i, p) corrisponde la sequenza ottima σ(i, p) di i decisioni associata allo stato (i, p). 

Prendiamo in esame la seguente istanza del problema dello zaino: abbiamo n = 5 oggetti con vettore [4  3  7  2  1]T dei valori ci degli oggetti e vettore [2  2  7  3  2]T dei pesi pi degli stessi, e infine lo zaino di capacità b = 10 pari al massimo peso totale ammesso degli oggetti inseriti nello zaino. Il modello matematico corrispondente è: 


max  z(x)  = 4x1 + 3x2 + 7x3 + 2x4 +   x5

s.v.



       2x1 + 2x2 + 7x3 + 3x4 + 2x5 ( 10



         x1,     x2,     x3,      x4,     x5 ( {0, 1}.

Nel seguito indichiamo i risultati parziali dell’applicazione dell’algoritmo di PD che implementa la ricorsione PD-I evidenziando solo gli stati (i, p) con valore z(i, p) finito; indichiamo inoltre con σ(i, p) = (x1, …, xi) la sequenza ottima di decisioni associata allo stato, con xh ( {0, 1}, 1 ( h ( i. Per tutti gli altri stati (non ammissibili) assumeremo il loro valore pari a -(; lo stesso dicasi per gli stati (i, p) non definiti cioè quelli con p < 0 o p > b.

Stadio 0:

Stato (0, 0): z(0, 0) = 0;
σ(0, 0) = (;

Stadio 1:

Stato (1, 0): z(1, 0) = z(0, 0) = 0;
 



σ(1, 0) = σ(0, 0) ( {0} = (0);

Stato (1, 2): z(1, 2) = z(0, 4 – p1) + c1 = 4; 
 


σ(1, 2) = σ(0, 0) ( {1} = (1);

Stadio 2:

Stato (2, 0): z(2, 0) = z(1, 0) = 0; 
 



σ(2, 0) = σ(1, 0) ( {0} = (0, 0);

Stato (2, 2): z(2, 2) = max{z(1, 2); z(1, 2 – p2) + c2} = 4;





σ(2, 2) = σ(1, 2) ( {0} = (1, 0);

Stato (2, 4): z(2, 4) = z(1, 4 – p2) + c2 = 7;





σ(2, 4) = σ(1, 2) ( {1} = (1, 1);

Stadio 3:

Stato (3, 0): z(3, 0) = z(2, 0) = 0;




σ(3, 0) = σ(2, 0) ( {0} = (0, 0, 0);

Stato (3, 2): z(3, 2) = max{z(2, 2); z(2, 2 – p3) + c3} = 4;





σ(3, 2) = σ(2, 2) ( {0} = (1, 0, 0);

Stato (3, 4): z(3, 4) = max{z(2, 4); z(2, 4 – p3) + c3} = 7;





σ(3, 4) = σ(2, 4) ( {0} = (1, 1, 0);

Stato (3, 7): z(3, 7) = max{z(2, 7); z(2, 7 – p3) + c3} = 7;





σ(3, 7) = σ(2, 0) ( {1} = (0, 0, 1);

Stato (3, 9): z(3, 9) = max{z(2, 9); z(2, 9 – p3) + c3} = 11;




σ(3, 9) = σ(2, 2) ( {1} = (1, 0, 1);

Stadio 4:

Stato (4, 0): z(4, 0) = z(3, 0) = 0;
 



σ(4, 0) = σ(3, 0) ( {0} = (0, 0, 0, 0);

Stato (4, 2): z(4, 2) = max{z(3, 2); z(3, 2 – p4) + c4} = 4;





σ(4, 2) = σ(3, 2) ( {0} = (1, 0, 0, 0);

Stato (4, 3): z(4, 3) = max{z(3, 3); z(3, 3 – p4) + c4} = 4;





σ(4, 3) = σ(3, 0) ( {1} = (0, 0, 0, l);

Stato (4, 4): z(4, 4) = max{z(3, 4); z(3, 4 – p4) + c4} = 7;





σ(4, 4) = σ(3, 4) ( {0} = (1, 1, 0, 0);

Stato (4, 5): z(4, 5) = max{z(3, 5); z(3, 5 – p4) + c4} = 6;





σ(4, 5) = σ(3, 2) ( {1} = (1, 0, 0, 1);

Stato (4, 7): z(4, 7) = max{z(3, 7); z(3, 7 – p4) + c4} = 9;





σ(4, 7) = σ(3, 4) ( {1} = (1, 1, 0, 1);

Stato (4, 9): z(4, 9) = max{z(3, 9); z(3, 9 – p4) + c4} = 11;





σ(4, 9) = σ(3, 9) ( {0} = (1, 0, 1, 0);

Stato (4, 10): z(4, 10) = max{z(3, 10); z(3, 10 – p4) + c4} = 9;





σ(4, 10) = σ(3, 7) ( {1} = (0, 0, 1, 1);

Stadio 5:

Stato (5, 0): z(5, 0) = z(4, 0) = 0;




σ(5, 0) = σ(4, 0) ( {0} = (0, 0, 0, 0, 0);

Stato (5, 2): z(5, 2) = max{z(4, 2); z(4, 2 – p5) + c5} = 4;





σ(5, 2) = σ(4, 2) ( {0} = (1, 0, 0, 0, 0);

Stato (5, 3): z(5, 3) = max{z(4, 3); z(4, 3 – p5) + c5} = 4;





σ(5, 3) = σ(4, 3) ( {0} = (0, 0, 0, l, 0);

Stato (5, 4): z(5, 4) = max{z(4, 4); z(4, 4 – p5) + c5} = 7;





σ(5, 4) = σ(4, 4) ( {0} = (1, 1, 0, 0, 0);

Stato (5, 5): z(5, 5) = max{z(4, 5); z(4, 5 – p5) + c5} = 6;





σ(5, 5) = σ(4, 5) ( {0} = (1, 0, 0, 1, 0);

Stato (5, 6): z(5, 6) = max{z(4, 6); z(4, 6 – p5) + c5} = 8;





σ(5, 6) = σ(4, 4) ( {1} = (1, 1, 0, 0, 1);

Stato (5, 7); z(5, 7) = max{z(4, 7); z(4, 7 – p5) + c5} = 9;





σ(5, 7) = σ(4, 7) ( {0} = (1, 1, 0, 1, 0);

Stato (5, 9): z(5, 9) = max{z(4, 9); z(4, 9 – p5) + c5} = 11;





σ(5, 9) = σ(4, 9) ( {0} = (1, 0, 1, 0, 0);

Stato (5, 10): z(5, 10) = max{z(4, 10); z(4, 10 – p5) + c5} = 9;




σ(5, 10) = σ(4, 10) ( {0} = (0, 0, 1, 1, 0).

Pertanto la soluzione ottima del problema z* = max0≤p≤b {z(n, p)} = 11, corrispondente al valore dello stato (5, 9) e alla lunghezza del cammino massimo dal nodo (0, 0) al nodo (5, 9) sul digrafo di transizione di stato mostrato in Figura A.2 (di cui si riportano solo i nodi rappresentanti stati ammissibili). La sequenza finale di decisioni ottime è la σ(5, 9) = (1, 0, 1, 0, 0), cioè x* = [1, 0, 1, 0, 0], corrispondente ad inserire nello zaino gli oggetti 1 e 3.
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Figura A.2 Diagramma di transizione di stato associato dell’algoritmo di PD con strategia di ricorsione PD-I applicato al problema dello zaino.
Da quanto visto, in generale possiamo dire che per progettare un algoritmo di PD per un problema di PI occorre:

1) inquadrare la scelta di una soluzione ammissibile come una sequenza di decisioni tale che il valore della soluzione sia pari alla somma dei valori delle singole decisioni;

2) definire lo stato come sintesi della sottosequenza delle decisioni intraprese fino a quel momento;
3) definire le possibili transizioni di stato e i relativi valori pari ai valori delle corrispondenti decisioni;
4) definire l’espressione ricorsiva dallo stato iniziale fino a quello finale che definisca in modo ricorsivo l’espressione del valore ottimo del problema.
A.2.2 Formulazione PD-II
Per il problema dello zaino binario è possibile definire una (seconda) ricorsione in avanti, indicata PD-II, alternativa a quella precedentemente introdotta. Nel seguito descriviamo la PD-II e il relativo algoritmo.

Indichiamo con (i, v) il generico stato, dove i rappresenta lo stadio decisionale, con i = 1, …, n, e dove v identifica il valore complessivo associato al sottoinsieme degli oggetti selezionati tra i primi i oggetti considerati. Indichiamo con σ'(i, v) la sequenza di decisioni parziali ottima che conduce dallo stato (0, 0) allo stato (i, v), per differenziarla da quella definita in occasione della descrizione di DP-I. Le possibili transizioni che portano allo stato (i, v)  sono quelle che si ottengono aggiungendo o meno l’oggetto i alle precedenti scelte sintetizzate rispettivamente dagli stati (i – 1, v – ci) e (i – 1,v). 

Sia p(i, v) il «valore» associato allo stato (i, v), in questo caso definito come il peso minimo possibile del sottoinsieme di oggetti dell’insieme {1, 2, …, i} inseriti nello zaino a seguito delle possibili scelte fatte con i primi i stadi decisionali e che complessivamente hanno valore pari a v. L’espressione ricorsiva che definisce il valore p(i, v) è:

p(i, v) = min{p(i – 1, v); p(i – 1, v – ci) + pi},

con p(0, 0) = 0 e p(0, v) = +, per v > 0. Assumiamo inoltre p(i, v) = + se non esiste alcun sottoinsieme dei primi i oggetti con valore complessivo pari a v. Inoltre, se p(i, v) > b la soluzione parziale, cioè la sequenza σ'(i, v) decisioni parziali, associata allo stato (i, v) risulta non ammissibile: in tal caso assumiamo p(i, v) = +.

Il problema quindi si riconduce ad applicare la suddetta ricorsione per tutti gli stati di interesse, in modo da determinare:
z* = max{v | p(n, v) ( b}.

Si noti che, differentemente da PD-I, l’applicazione della ricorsione di PD-II consiste nel determinare il cammino minimo sul digrafo di transizione di stato dal nodo (0, 0) a ciascun nodo (n, v), con b(n, v) ( b.
Riconsideriamo l’istanza del problema dello zaino considerata el precedente esempio e applichiamo l’algoritmo di PD con formula ricorsiva PD-II.

Nel seguito indichiamo i risultati parziali di PD-II evidenziando solo gli stati (i, v) con valore p(i, v) finito; indichiamo inoltre con σ'(i, v) la sequenza ottima di decisioni associata allo stato. Per tutti gli altri stati (non ammissibili o non definiti) assumeremo il loro valore pari a +(.

Stadio 0:

Stato (0, 0): p(0, 0) = 0;
σ'(0, 0) = (;

Stadio 1:

Stato (1, 0): p(1, 0) = p(0, 0) = 0; 





σ'(1, 0) = σ'(0, 0) ( {0} = (0);

Stato (1, 4): p(1, 4) = p(0, 4 – c1) + p1 = 2; 





σ'(1, 4) = σ'(0, 0) ( {1} = (1);

Stadio 2:

Stato (2, 0): p(2, 0) = p(1, 0) = 0; 





σ'(2, 0) = σ'(1, 0) ( {0} = (0, 0);

Stato (2, 3): p(2, 3) = min{p(1, 3); p(1, 3 – c2) + p2} = 2;





σ'(2, 3) = σ'(1, 0) ( {1} = (0, 1);

Stato (2, 4): p(2, 4) = min{p(1, 4); p(1, 4 – c2) + p2} = 2; 





σ'(2, 4) = σ'(1, 4) ( {0} = (1, 0);

Stato (2, 7): p(2, 7) = p(1, 7 – c2) + p2 = 4;





σ'(2, 7) = σ'(1, 4) ( {1} = (1, 1);

Stadio 3:

Stato (3, 0): p(3, 0) = p(2, 0) = 0; 





σ'(3, 0) = σ'(2, 0) ( {0} = (0, 0, 0);

Stato (3, 3): p(3, 3) = min{p(2, 3); p(2, 3 – c3) + p3} = 2;





σ'(3, 3) = σ'(2, 3) ( {0} = (0, 1, 0);

Stato (3, 4): p(3, 4) = min{p(2, 4); p(2, 4 – c3) + p3} = 2; 





σ'(3, 4) = σ'(2, 4) ( {0} = (1, 0, 0);

Stato (3, 7): p(3, 7) = min{p(2, 7); b(2, 7 – c3) + p3} = 4;





σ'(3, 7) = σ'(2, 7) ( {0} = (1, 1, 0);

Stato (3, 10): p(3, 10) = min{p(2, 10); p(2, 10 – c3) + p3} = 9;




σ'(3, 10) = σ'(2, 3) ( {1} = (0, 1, 1);

Stato (3, 11): p(3, 11) = min{p(2, 11); p(2, 11 – c3) + p3} = 9;




σ'(3, 11) = σ'(2, 4) ( {1} = (1, 0, 1);

Stadio 4:

Stato (4, 0): p(4, 0) = p(3, 0) = 0; 





σ'(4, 0) = σ'(3, 0) ( {0} = (0, 0, 0, 0);

Stato (4, 2): p(4, 2) = min{p(3, 2); p(3, 2 – c4) + p4} = 3;





σ'(4, 2) = σ'(3, 0) ( {1} = (0, 0, 0, 1);

Stato (4, 3): p(4, 3) = min{p(3, 3); p(3, 3 – c4) + p4} = 2;





σ'(4, 3) = σ'(3, 3) ( {0} = (0, 1, 0, 0);

Stato (4, 4): p(4, 4) = min{p(3, 4); p(3, 4 – c4) + p4} = 2; 





σ'(4, 4) = σ'(3, 4) ( {0} = (1, 0, 0, 0);

Stato (4, 5): p(4, 5) = min{p(3, 5); p(3, 5 – c4) + p4} = 5;





σ'(4, 5) = σ'(3, 3) ( {1} = (0, 1, 0, 1);

Stato (4, 6): p(4, 6) = min{p(3, 6); p(3, 6 – c4) + p4} = 5;





σ'(4, 6) = σ'(3, 4) ( {1} = (1, 0, 0, 1);

Stato (4, 7): p(4, 7) = min{p(3, 7); p(3, 7 – c4) + p4} = 4;





σ'(4, 7) = σ'(3, 7) ( {0} = (1, 1, 0, 0);

Stato (4, 9): p(4, 9) = min{p(3, 9); p(3, 9 – c4) + p4} = 7;





σ'(4, 9) = σ'(3, 7) ( {1} = (1, 1, 0, 1);

Stato (4, 10): p(4, 10) = min{p(3, 10); p(3, 10 – c4) + p4} = 9;





σ'(4, 10) = σ'(3, 10) ( {0} = (0, 1, 1, 0);

Stato (4, 11): p(4, 11) = min{p(3, 11); p(3, 11 – c4) + p4} = 9;





σ'(4, 11) = σ'(3, 11) ( {0} = (1, 0, 1, 0);

Stadio 5:

Stato (5, 0): p(5, 0) =  p(4, 0) = 0; 





σ'(5, 0) = σ'(4, 0) ( {0} = (0, 0, 0, 0, 0);

Stato (5, 1): p(5, 1) = min{p(4, 1); p(4, 1 – c5) + p5} = 2;





σ'(5, 1) = σ'(4, 0) ( {1} = (0, 0, 0, 0, 1);

Stato (5, 2): p(5, 2) = min{p(4, 2); p(4, 2 – c5) + p5} = 3;





σ'(5, 2) = σ'(4, 2) ( {0} = (0, 0, 0, 1, 0);

Stato (5, 3): p(5, 3) = min{p(4, 3); p(4, 3 – c5) + p5} = 2;





σ'(5, 3) = σ'(4, 3) ( {0} = (0, 1, 0, 0, 0);

Stato (5, 4): p(5, 4) = min{p(4, 4); p(4, 4 – c5) + p5} = 2;
 



σ'(5, 4) = σ'(4, 4) ( {0} = (1, 0, 0, 0, 0);

Stato (5, 5): p(5, 5) = min{p(4, 5); p(4, 5 – c5) + p5} = 4;
 



σ'(5, 5) = σ'(4, 4) ( {1} = (1, 0, 0, 0, 1);

Stato (5, 6): p(5, 6) = min{p(4, 6); p(4, 6 – c5) + p5} = 5;
 



σ'(5, 6) = σ'(4, 6) ( {1} = (1, 0, 0, 1, 0);

Stato (5, 7): p(5, 7) = min{p(4, 7); p(4, 7 – c5) + p5} = 4;




σ'(5, 7) = σ'(4, 7) ( {0} = (1, 1, 0, 0, 0);

Stato (5, 8): p(5, 8) = min{p(4, 8), + p(4, 8 – c5) + p5} = 6;




σ'(5, 8) = σ'(4, 7) ( {1} = (1, 1, 0, 0, 1);

Stato (5, 9): p(5, 9) = min{p(4, 9); b(4, 9 – c5) + p5} = 7;




σ'(5, 9) = σ'(4, 9) ( {0} = (1, 1, 0, 1, 0);

Stato (5, 10): p(5, 10) = min{p(4, 10); p(4, 10 – c5) + p5} = 9;




σ'(5, 10) = σ'(4, 10) ( {0} = (0, 1, 1, 0, 0);

Stato (5, 11): p(5, 11) = min{p(4, 11); p(4, 11 – c5) + p5} = 9;




σ'(5, 11) = σ'(4, 11) ( {0} = (1, 0, 1, 0, 0).

Pertanto la soluzione ottima del problema z* = max{v | p(5, v) ( b} = 11, corrispondente al valore dello stato (5, 11) e alla lunghezza del cammino minimo dal nodo (0, 0) al nodo (5, 11) sul digrafo di transizione di stato mostrato in Figura A.3. La sequenza finale di decisioni ottime è la σ'(5, 11) = (1, 0, 1, 0, 0), cioè x* = [1, 0, 1, 0, 0], corrispondente ad inserire nello zaino gli oggetti 1 e 3.
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Figura A.3 Diagramma di transizione di stato associato dell’algoritmo di PD con strategia di ricorsione PD-II applicato al problema dello zaino.

Siccome ogni stadio i è composto da 1 + (ih=1 ch ( 1 + i cmax stati (con cmax = maxj=1,…,n cj), il numero di operazioni da compiere, pari al numero di stati (di interesse) dello stadio, è quindi O(i cmax). Quindi il numero complessivo di operazioni per calcolare i valori  p(i, v) degli stati (i, v) d’interesse è O((ni=1 i cmax), cioè pari a O(n2 cmax) a cui occorre aggiungere altre O(n cmax) operazioni per calcolare z*. Pertanto il problema dello zaino binario viene risolto all’ottimo dall’algoritmo PD-II in tempo O(n2 cmax). Si noti quindi che anche l’algoritmo di PD con regola di ricorsione PD-II opera in tempo pseudo-polinomiale. Tuttavia la funzione di tempo di calcolo è quadratica rispetto al numero n degli oggetti e non lineare come per la versione PD-I.
A.3 Un algoritmo di PD per il problema del TSP
In questa sezione, la PD verrà usata per risolvere il problema del commesso viaggiatore («traveling salesman problem», TSP) introdotto nella Sezione 12.1.1, e del quale per completezza ne riportiamo nuovamente la definizione estesa al caso «asimmetrico». Dato un digrafo D = (N, A), costituito dall’insieme N  = {1, …, n} di n nodi e dall’insieme A di m archi, in cui ad ogni arco (i, j) di A è associato un costo cij, il problema consiste nel determinare un ciclo (orientato) di costo minimo che visita tutti i nodi esattamente una volta (cioè il ciclo «hamiltoniano» (1, i2, …, in, 1) di minimo costo), dove il costo del ciclo è la somma dei costi degli archi del ciclo stesso. 

Al fine di formulare il problema del TSP tramite la PD,  notiamo che un ciclo hamiltoniano corrisponde ad una sequenza dei nodi di D (che inizia con il nodo 1). E’ immediato quindi notare che possiamo definire tale ciclo come una sequenza di n – 1 decisioni, caratterizzanti ciascuna il successivo nodo da visitare. Volendo definire una formulazione di PD tramite, ad esempio, ricorsione in avanti, definiamo con (S, j) lo stato dello stadio |S| corrispondente a visitare una e una sola volta tutti i nodi di S  N \{1} e il nodo 1 con un cammino (che per definizione non passa più volte su uno stesso nodo) che inizia dal nodo 1 e termina nel nodo j di S. Le possibili transizioni che portano allo stato (S, j) sono quelle dagli stati (S\{j}, i), con i  S\{j}, nel caso in cui |S| > 1; altrimenti sono quelle dallo stato iniziale indicato con (, -). 
Sia z(S, j) il valore associato allo stato (S, j) pari al costo minimo tra tutti i cammini ammissibili associabili allo stato. Possiamo quindi definire la seguente ricorsione in avanti per z(S, j):

z(S, j) = miniS\{j} {z(S\{j}, i) + cij},

avendo posto z({j}, j) = c1j, per ogni j  N \{1}, e assumendo, per completezza, z(, -) = 0. 

Il valore ottimo z* del TSP è pari a:
z* = minjN \{1} {z(N \{1}, j) + cj1}.

Infine, indichiamo con σ(S, j) la sequenza di decisioni parziali che conducono dallo stato (, -) allo stato (S, j), cioè il cammino elementare di costo minimo che inizia dal nodo 1 e termina nel nodo j di S, assumendo σ(, -) = (1).

Facendo analoghe considerazioni è possibile definire la seguente ricorsione all’indietro per determinare il valore z-1(Ŝ, j) del generico stato (Ŝ, j) corrispondente a visitare una e una sola volta il sottoinsieme Ŝ  N \{1} di nodi con un cammino che iniziando dal nodo j ( Ŝ passa per tutti i nodi di Ŝ e termina nel nodo 1. In particolare,

z-1(Ŝ, j) = miniŜ\{j} {z-1(Ŝ\{j}, i) + cji},

avendo posto z-1({j}, j) = cj1, per ogni j  N \{1}, e assumendo, per completezza, z-1(, -) = 0. 

Il valore ottimo z* del TSP è pari a

z* = minjN \{1} {z-1(N \{1}, j) + c1j}.

Infine, indichiamo con σ-1(Ŝ, j) il cammino di costo minimo, associato allo stato (Ŝ, j), che iniziando dal nodo j visita tutti i nodi di Ŝ e termina nel vertice 1, assumendo σ-1(, -) = (1).

Consideriamo l’istanza del problema del TSP asimmetrico definita sul digrafo completo D = (N, A) composto da 4 nodi 1, 2, 3, 4, e con la seguente matrice dei costi cij degli archi (i, j) ( A:
	
	cij
	1
	2
	3
	4
	

	
	1
	-
	2
	8
	5
	

	
	2
	4
	-
	14
	4
	

	
	3
	4
	5
	-
	2
	

	
	4
	7
	8
	13
	-
	


Applichiamo ora la PD con ricorsione in avanti:

z(S, j) = mini(S\{j} {z(S\{j}, i) + cij},

avendo posto z({j}, j) = c1j, per ogni j ( N \{1}, e z((, -) = 0. 

Nel seguito indichiamo i risultati parziali dell’applicazione della PD evidenziando solo gli stati (S, j) con valore z(S, j) finito; indichiamo inoltre con σ(S, j) la sequenza ottima di decisioni associata allo stato. Per tutti gli altri stati (non ammissibili) assumeremo il loro valore pari a -(.

Stadio 0:

Stato ((, -): z((, -) = 0;



σ((, -) = (1);

Stadio 1:

Stato ({2}, 2): z({2}, 2) = c12 = 2;



σ({2}, 2) = σ((, -) ( {2} = (1, 2);

Stato ({3}, 3): z({3}, 3) = c13 = 8;



σ({3}, 3) = σ((, -) ( {3} = (1, 3);

Stato ({4}, 4): z({4}, 4) = c14 = 5;



σ({4}, 4) = σ((, -) ( {4} = (1, 4);

Stadio 2:

Stato ({2, 3}, 2): z({2, 3}, 2) = z({3}, 3) + c32 = 13;



σ({2, 3}, 2) = σ({3}, 3) ( {2} = (1, 3, 2);

Stato ({2, 3}, 3): z({2, 3}, 3) = z({2}, 2) + c23 = 17;



σ({2, 3}, 3) = σ({2}, 2) ( {3} = (1, 2, 3);

Stato ({2, 4}, 2): z({2, 4}, 2) = z({4}, 4) + c42 = 13;



σ({2, 4}, 2) = σ({4}, 4) ( {2} = (1, 4, 2);
Stato ({2, 4}, 4): z({2, 4}, 4) = C({2}, 2) + c24 = 6;



σ({2, 4}, 4) = σ({2}, 2) ( {4} = (1, 2, 4);

Stato ({3, 4}, 3): z({3, 4}, 3) = z({4}, 4) + c43 = 18;



σ({3, 4}, 3) = σ({4}, 4) ( {3} = (1, 4, 3);

Stato ({3, 4}, 4): z({3, 4}, 4) = z({3}, 3) + c34 = 10;



σ({3, 4}, 4) = σ({3}, 3) ( {4} = (1, 3, 4);

Stadio 3:

Stato ({2, 3, 4}, 2): z({2, 3, 4}, 2) = min{z({3, 4}, 3) + c32; z({3, 4}, 4) + c42} = 18;










σ({2, 3, 4}, 2) = σ({3, 4}, v4) ( {2} = (1, 3, 4, 2);

Stato ({2, 3, 4}, 3): C({2, 3, 4}, 3) = min{z({2, 4}, 2) + c23; z({2, 4}, 4) + c43} = 18;










σ({2, 3, 4}, 3) = σ({2, 4}, 4) ( {3} = (1, 2, 4, 3);

Stato ({2, 3, 4}, 4): z({2, 3, 4}, 4) = min{z({2, 3}, 2) + c24; z({2, 3}, 3) + c34} = 17;










σ({2, 3, 4}, 4) = σ({2, 3}, 3) ( {4} = (1, 3, 2, 4).

Infine, ricordando che:
z* = minj(N \{1} {z(N \{1}, j) + cj1},

otteniamo che z* = z({2, 3, 4}, 2) + c21 = 22, pari al costo del ciclo hamiltoniano di costo minimo (1, 3, 4, 2, 1) ricavabile dalla sequenza σ({2, 3, 4}, 2) di decisioni associata allo stato finale ({2, 3, 4}, 2).

A.3.1 Cenni per ridurre l’enumerazione dello spazio degli stati*
Spesso è possibile “sfoltire” l’insieme dello spazio degli stati da visitare sfruttando proprietà intrinseche e/o strutturali del problema considerato. Ad esempio si possono impiegare strategie di «bounding» per visitare implicitamente porzioni dello spazio degli stati, analogamente a quanto avviene nel b&b dove le strategie di «bounding» vengono utilizzate per visitare implicitamente porzioni dello spazio delle soluzioni del problema.

Secondo una tecnica originariamente definita da Christofides, Mingozzi e Toth (1981)
, lo spazio di stato può essere «rilassato» in modo che il valore associato allo stato rilassato fornisca un valore limite del valore associato allo stato originario.

Senza entrare nei dettagli, per i quali si rimanda al lavoro dei suddetti autori, è possibile per esempio definire per il TSP i seguenti rilassamenti di stato:

1. Lo stato (S, j) è rilassato considerando al suo posto lo stato rilassato (|S|, j), il cui valore z(|S|, j) è pari al costo del percorso (non necessariamente passante al più una sola volta su un nodo) di costo minimo e di cardinalità |S| che inizia dal nodo 1 e termina in j ( N\{1};
2. Lo stato (Ŝ, vj) è rilassato considerando al suo posto lo stato rilassato (|Ŝ|, vj), il cui valore z-1(|Ŝ|, j) è pari al costo del cammino (non necessariamente passante al più una sola volta su un nodo) di costo minimo e di cardinalità |Ŝ| che inizia da j ( N\{1} e termina nel nodo 1.

Ovviamente, dalle definizione data, z(|S|, j)  z(S, j) e z-1(|Ŝ|, j)  z-1(Ŝ, j). Inoltre, è possibile per z(|S|, j) e z-1(|Ŝ|, j) definire rispettivamente ricorsioni in avanti e indietro analoghe a quelle definite per z(S, j) e z-1(Ŝ, j).

Pertanto il valore ottimo z* del TSP è limitato inferiormente dai seguenti «lower bound»:

LB = minj(N \{1} {z(n – 1, j) + cj1};

LB-1 = minj(N \{1} {z-1(n – 1, j) + c1j}.

Combinando le considerazioni fatte per le ricorsioni in avanti e indietro, è possibile definire anche i seguenti «lower bound»:
LB(S, j) = z(S, j) + z-1(n – |S|, j),

LB-1(S, j) = z(|S|, j) + z-1([N \(S({1})]({j}, j),

sul costo minimo:
z*(S, j) = z(S, j) + z-1([N \(S{1})]{j}, j),

tra tutte le soluzioni ammissibili del TSP definite dai cammini hamiltoniani che iniziano dal nodo 1, visitano i vertici di S con j per ultimo (cioè in posizione |S|+1), poi proseguono visitando i nodi di N \(S{1}) e terminano nel nodo 1.

Se è a priori nota una limitazione superiore («upper bound») UB sul valore ottimo z* del TSP, è possibile allora rimuovere dall’enumerazione tutti gli stati (S, j) per cui risulti LB(S, j) ≥ UB (e tutti gli stati (Ŝ = [N \(S{1})]{j}, j) per cui risulti LB-1(S, j) ≥ UB). Ovviamente, rimuovendo tali stati vengono automaticamente rimossi tutti quelli che sarebbero stati da loro generabili proseguendo da essi la ricorsione. 

Sulla base di tali considerazioni è possibile definire un algoritmo di PD che non enumeri esplicitamente tutti gli stati generati dalla formula ricorsiva, ma effettui un’enumerazione implicita di tali stati. Analogamente a quanto viene fatto nella procedura di b&b, noto la limitazione superiore UB, in ogni stato s può essere calcolato una limitazione inferiore LB(s) sul valore associato allo migliore soluzione ottenuta come completamento della decisione parziale (ottima) che porta allo stato s, tramite il rilassamento dello spazio di stato. Se LB(s) ≥ UB, lo stato in esame può essere trascurato insieme a tutti le transizioni di stato che da questo portano ai suoi successori.

A.4 Esercizi proposti

[A.1] Risolvere con l’algoritmo PD-I di programmazione dinamica la seguente istanza del problema dello zaino: n = 3 oggetti con vettore [8  7  4]T dei valori ci degli oggetti e vettore [3  2  3]T dei pesi pi degli stessi, e zaino di capacità b = 5.
[A.2] Fornire una formulazione di PD utilizzando la ricorsione all’indietro per l’istanza del TSP dell’esempio riportato nella Sezione A.3.
[A.3] Definire una strategia di ricorsione di PD per risolvere il problema dell’albero minimo ricoprente vincolato così definito. Dato un grafo G = (V, E), si ipotizza che ad ogni spigolo e ( E siano associati due parametri, che rappresentano rispettivamente il costo e il consumo di risorsa. L’obiettivo che si vuole raggiungere è quello di determinare l’albero ricoprente di costo minimo, in corrispondenza del quale il consumo di risorsa dell’albero non deve superare un valore di soglia b.  
[A.4] Dato il digrafo D = (N, A) pesato sugli archi con pesi qualsiasi e privo di cicli di costo negativo, fornire una formulazione di PD del problema del cammino minimo sul digrafo dal nodo s ( N al nodo t ( N, indicando con z(k , j) il costo minimo per un cammino che inizia in s e termina nel nodo j ( N utilizzando al più k archi.
[A.5] Ridefinire l’algoritmo di Floyd-Warshall (si veda la Sezione 14.5) per il calcolo della matrice delle distanze dei percorsi minimi tra ogni coppia di nodi di un digrafo D = (N, A) pesato sugli archi, come algoritmo di programmazione dinamica, definendo gli stadi e gli stati del processo decisionale.
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